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初学微积分的感想 

胡 斌 

 

进入大学半年，《微积分》的学习使我受益匪浅.尤其极限在微积分中的

作用，我认为可以用两个字来形容，那就是“基础”.极限是一种思想，正

是由于这样一种思想的诞生，使人们解决了许多在生活中所不能解决的问题.

于是，人们认识到了这样一种思想的重要性，便想去完善它.关于微积分的

一系列理论也就随之产生了.所以，没有极限这种思想，就不会有现在的微

积分理论.微积分中的连续、可导、以及可积的概念的引出以极限为基础也

就是必然的了.在以前，没有极限这种思想之前，人们的思维被局限在“有

限的”范围里，人们对数的认识仅限于整数或有理数，对几何量的计算仅限

于直边的几何体，对运动物体的研究也仅限于平均速度……，极限思想的产

生和极限理论的建立无疑是对人们思维的一种开拓，使得人们冲入了一个从

未进入过的新的世界，获得了一种优美而精确的数学理念！所以极限的意义

不仅仅在微积分这门学科上，它也是人们思想的一次革命.它的产生不但推

出并推动了微积分这样一门学科，而且在以后的时间里，它进一步推进其它

自然科学的发展，改变着我们的生活. 

下面使我在学习了连续与导数有关章节后的一些思考. 

1、关于连续函数的最大值和最小值定理：如果把闭区间 改成开

区间 ，最大值与最小值定理将不再成立.因为如果这样的话，函数在

端 点 处 的 值 将 无 法 取 到 . 比 如 ， 函 数 的 上 确 界

ba,[]

),( ba

ba,

)0()},(|)(sup{ +=∈ afbaxxf ， 则 取 不 到 最 大 值 ; 下 确 界

)0()},(|)(inf{ −=∈ bfbaxxf ，则取不到最小值.由以上分析，使我们
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想到，什么情况下， )},(|)(sup{ baxxf ∈ 或 )},(|)(inf{ baxxf ∈ 能在区

间 内取到？当 恒等于常数时，当然在 上既可以取到最小值

又可以取到最大值，但是这种情况太有失一般性了.如果 在 内连

续，并且

),( ba )(xf ),( ba

)(xf ),( ba

)0()0( −=+ bfaf ，这时 )0( +af （= )0( −bf ）就不可能既是

)},(|)(sup{ baxxf ∈ 又是 )},(|)(inf{ baxxf ∈ ，那么其中的一个想必在

内取到了.要严格地证明，我想还得应该利用连续函数的最小值最大

值 定 理 ： 可 以 建 立 这 样 一 个 函 数 ， 使 其 满 足

),( ba

)(xg

)0()(),0()( −=+= bfbgafag ,而在 内与 完全相同.则这样

的一个函数完全满足定理的核心条件，于是可以很轻松的证明 在

内至少可以取到最大值与最小值中的一个，从而也就证明了所要证明

的命题，现陈述如下： 

),( ba )(xf

)(xg

),( ba

如果 在 内连续，并且)(xf ),( ba )0()0( −=+ bfaf ，则 在

内有最大值或最小值. 

)(xf

),( ba

由以上的结论，很容易作出以下推广： 

    设函数 在直线上连续且)(xf )(lim)(lim xfxf
xx −∞→+∞→

= ，则 至少可

以取到最大值和最小值中的一个. 

)(xf

    要证明这个命题，可以利用上面的结论.创建函数 )]([)( ugfuT = ，其

中 是 到)(ugx = ),( ba ),( +∞−∞ 的 映 射 ， 满 足

+∞=−−∞=+ )0(,)0( bgag ，这样， 的定义域是 ，只要

连续，就有 连续，且满足

)(uT ),( ba )(ug

)(uT )0()0( −=+ bTaT ，则由上题的结论可
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知 在 内至少可以取到最大值和最小值中的一个，如 ，

，那么

)(uT ),( ba ),(0 bau ∈

)},(|)(max{)( 0 bauuTuT ∈= 00 )( xug = ,就是 在

内的最大值和最大值点了.以上两个结论的证明过程中都建立了一个新的函

数，使这个函数满足已经学过的定理所要求的条件，也即是建立了一个桥梁，

使原来无法应用定理的问题得以解决. 

)(xf ),( +∞−∞

    2、介值定理：设函数 在闭区间 上连续，且 ，

则对于介于 与 之间的任意实数

)(xf ],[ ba )()( bfaf ≠

(a)f )(bf µ ，在区间内至少存在一点 ，

使得

0x

µ=)( 0xf . 

     定理中， ，是不是必要的呢？如果把 换成],[ ba ],[ ba ),( baI = 即是要

证明连续函数 ，当)(xf )0()0( −≠+ bfaf 时，对于介于 )0(),0( −+ bfaf

之间的任意实数µ ，在区间内至少存在一点 ，使得0x µ=)( 0xf 成立.如果

画一个图的话，着一点是很容易看出的.要想证明它成立，可以利用一下介值

定理.而要想利用介值定理，就应该在 上找一个闭区间.只要有了一个闭

区间，问题就可以解决了.下面来证明：不妨设

),( ba

)0()0( −<+ bfaf ，因为

0])([lim)0( >−=−−
→

µµ xfbf
bx

，由有极限函数的保号性可知存在 0>δ ，使

得在 ),( 1 bbx δ−∈ 时 0)( >− µxf 成立，取一点 ),(),(2 babbx ⊂−∈ δ ，

则 0)( 2 >− µxf .同理，也必定存在 ),(1 bax ∈ ，使得 0)( 1 <− µxf ，于是

在 便可以利用介值定理而获得所需要得结论. ],[ 21 xx

    如果将其中的最大值与最小值改为上确界与下确界，而把闭区间改为

，介值定理仍然是成立的.设),( +∞−∞=I )(sup xfM
Ix∈

= ，m )(inf xf
Ix∈

=
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存在， ),( Mm∈µ .显然，由上确界的定义可知必存在 ,使得b

0,)( >−> εεMbf ，则必然有 0)( >− µbf .同理，也存在 ,使得a

0)( <− µaf ，于是在闭区间 上就可以利用介值定理了.可见在证明

上述两个结论时，不再是找一个函数作桥梁，而是直接在原来的开区间或无

穷区间内再寻找一个闭子区间，使这一个闭的子区间满足介值定理的条件，

其指导思想仍然是尽力将问题向可以利用的定理靠拢，这种利用“内闭”性

质的方法在其它地方也常使用. 

],[ ba

以上就是我的一些学习体会，因本人能力有限，时间仓促，就暂且搁

笔，姑且当做引玉之砖吧. 
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浅谈概念的联系与发展 
王 磊 

 

我们有时会被一些“难题”困倒而不知所措，主要是不知从何入手.聪明

的人不是能立即就知道“难题”的解法，而是能把“难题”逐步分解，层次

性地与书本上的知识相联系、相对照，去模仿、分析，最后得出答案.把无

从下手的题变得一目了然，是什么有如此之神效，是联系思想. 

细心的人会发现，其实有很多命题都是套用了几个基本模式，只是在条

件上加以修饰.所以，我们只要把这个基本模式，基本框架找出，去联系基

本模式的证明与公式，问题就会迎刃而解. 

让我们先回顾一下学过的几个例子.如在推导介值定理时，使我们联想到

零点定理的证明，因为二者是存在联系的，即 µ−= )()( xfxF . 如果我们

找到这种联系，问题就解决了. 再如学习微积分中值定理时有这样的推导顺

序：费马定理——Rolle 定理——Lagrange 定理——柯西定理. 为什么要采

用这样的顺序？我们会发现，在这些定理之间是存在一定联系的，即由特殊

性到一般性的关系. 所以每一个后面定理的证明都是以前面较为特殊的定

理为基础的：罗尔定理的证明以费马定理为基础，而它又推出了 Lagrange

定理，而 Lagrange 又是柯西定理的特殊情况. 

联系是抽象的.这就要求我们把题目与题目之间的联系用公式表达出

来.我们应该抓住他们之间的相同点与不同点来分析.上面举的例子有些抽

象，让我们来看下面一个具体的例子： 

),( baCf ∈ , 0)0()0( <−+ bfaf ，则 ),(0 bax ∈∃ 使得 . 

仔细观察我们会发现，此命题是零点定理的推广，因为它与零点定理有“相

同的”联系，即证明有

0)( 0 =xf

),(0 bax ∈ 适合 0)( 0 =xf ，只是把 改为 ，],[ ba ),( ba
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把 0)()( <bfaf 改为 0)0()0( <−+ bfaf . 要证明此命题，先回顾零点定

理，能否找出区间 的子区间 使得满足),( ba ],[ 21 xx 0)()( 21 <xfxf ，也就

是说我们只要解决 ，问题就解决了. 怎样找，这就要求我们去寻找它

们之间的又一个联系——我们可以把它联系到学极限时的基本理论与基本

概念加以解决. 本题的一切目标在于寻找 , 由此入手. 反思之，:如果

在 内保持定号,不妨设 ，

21, xx

21, xx

)(xf ),( ba 0)( ≥xf ),( bax∈ ，由极限的保号性，

必有 , ，所以0)0( ≥+af 0)0( ≥−bf 0)0()0( ≥−+ bfaf ，这与已知条

件矛盾. 所以 在 绝不保持定号(转入到相同点的联系)即在

内至少有两点 使

)(xf ),( ba ),( ba

21, xx 0)()( 21 <xfxf ，这正是我们所寻找的！再联系到

基础框架零点定理上，命题就证得了，清晰明了！ 

以上解题思路之所以如此清楚,，主要是因为能联系“零点定理”这个基

本框架.上面曾经说过,各个基础定理之间都存在联系,相同之处与不同之处

之所以选择“框架”一定要仔细,要慎之又慎重,不然将“越陷越深”.让我们

看下面这个例子:关于导数介值性质的达布定理： 

若 ，如果),(],[ baDbaCf ∩∈ 0)()( <′′ −+ bfaf ，那么至少有一点

),( ba∈ξ ，使得 0)( =′ ξf . 

咋一看，此命题与连续函数介值定理很相似. 但若慎重观察,会发现并没

有给出导数 )(xf ′ 连续条件，所以不能用介值定理. 这就使我们转入到 Rolle

定理上来，因为使得 0)( =′ xf 的点 ξ=x 在很多情况下恰是 的局部最

大值或最小值点. 回顾罗尔定理的证明，正是利用了这一性态，即费马引理

所描述的性态. 我们发现，只要把条件

)(xf

0)()( <′′ −+ bfaf 转入为可导函数最大
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值或最小值必在 内部取得就可以了. 于是就有了如下的证明： ),( ba

设 ，0)( >′+ af 0)( <′− bf ， 联 系 到 极 限 0)()(lim
0

>
−
−

+→ ax
afxf

ax
与

0)()(lim
0

<
−
−

−→ bx
bfxf

bx
的保号性质，在 ),( δ+aa 内有 ，在)()( afxf >

),( bb δ− 内有 ，说明 与 都不是 在 上的

最大值，因此该最大值 必然在 内部的某点

)()( bfxf > )(af )(bf )(xf ],[ ba

),( ba ξ 处取到，再联系到费马

定理，有 0)( =′ ξf . 

我想我们现在已经对”联系思想”有了初步认识，那么怎样才能更准确、

更迅速地抓住要联系的基础框架呢？我们把我们所有学过的知识编织起来，

组成一张网. 一张网的坚固与否主要由网上的结点决定的，而这些结点正是

我们学习过的知识，即基本的概念和理论.这就要求我们把握好基础中的基

础，不仅仅局限于掌握，而且要深入理解，深入挖掘其潜在内容，去大胆的

扩展. 在一段时期后对学过的基本定理，基本性质，基本概念，基本公式，

做一下深入总结与思考，大胆地去开拓与其相关的新的含义，大胆地去联想

其可能出现的形式，大胆地去联系，这就是主动学习，养成这种学习和探索

的习惯，对将来的工作或科学研究无疑是有益的! 
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浅谈函数的算术平均值 

胡祥森 

 
算术平均值问题是由实际需要引出的，最先引出的当是一组数的算术

平均值.如，一组数 ，其算术平均值为： nxxx ,, 21

∑
=

=
+⋅⋅⋅++

=
n

i
i

n x
nn

xxx
x

1

21 1
 

它反映了此数组的一个指标. 由数列的算术平均值，又引出了可积函数的

算术平均值.设 在区间 上可积，)(xf ],[ ba i
n

abaxi
−

+= ,

（

)( ii xfy =

1,,2,1,0 −= ni ）, 

n
ab

ab
yyy

n
yyy

y n

n

n

n

−
⋅

−
+⋅⋅⋅++

=
+⋅⋅⋅++

= −

∞→

−

∞→

110110 limlim  

       
ab

dxxf
xxf

ab

b

a
i

n

i
in −

=∆
−

= ∫∑ −
=

−∞→

)(
)(1lim 1

1
1  

y 是可积函数 在区间 上的算术平均值. )(xf ],[ ba

 由此再拓展开来，如果函数 在)(xf ),0[ +∞ 的任意子区间上可积，极限

A
x

dttf
x

x
=∫

+∞→

0
)(

lim 存在，则把 A定义为 在)(xf ),0[ +∞ 上的算术平均值，

并记作 f ，即. 
x

dttf
f

x

x

∫
+∞→

= 0
)(

lim . 下面讨论一下可积函数在[0,+ 上的

算术平均值问题. 

)∞

 先看一个具体的函数 xxf sin)( = ，它在 ),0[ +∞ 上是周期为π 的周期

函数 .它在 ),0[ +∞ 上的算术平均值是什么呢？因为 dxx∫
+∞

0
sin 不存在，

（ xsin 只在 ),0[ +∞ 的任一有限子区间上可积）为此我们先求 dxx
k

∫
π

0
sin

 1
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的值. 因为 xsin 的周期是π ，故根据积分的区间可加性和周期函数在一个

周期长的区间上的积分相等，有 

∫∫∫∫∫ =+⋅⋅⋅++=
−

ππ

π

π

π

ππ

0)1(

2

00
sinsinsinsinsin xdxkdxxdxxxdxdxx

k

k

k
 

           k2=  

于是对 ),0( +∞∈x ，记 akx += π ， πkxa −= <π ， xxf sin)( = 在

上的算术平均值为 ),0[ +∞

 
x

dttdtt

x

dtt
f

k x

k

k

x

x

∫ ∫∫ +
==

+∞→+∞→

π

π00
sinsin

lim
sin

lim  

   02lim
)(sin

lim2lim +
+

=
+

−
+

+
=

+∞→+∞→+∞→

π
ππ

πξ
π aak

kx
ak

k
kkk

 

   
π
2

=  

 
ππ

π

∫= 0
sin2 dtt

即为函数 xsin 在一个周期上的平均值. 

由此想到，如果 xsin 推广 上一般周期函数 ，那么 在

上的平均值是否也是它在一个周期上的平均值呢?  

),0[ +∞ )(xf )(xf

),0[ +∞

我们设 的最小正周期为)(xf T ，并且在 上可积. 有界并

且有

],0[ T )(xf

)()( xfnTxf =+ （ Nn∈ ）.设 TkxkT )1( +<≤ , xTka −+= )1( ，

,于是 Ta <

akT

dttfdttf

x

dttf
f

kT x

kT

k

x

x +

+
== ∫ ∫∫

+∞→+∞→

00
)()(

lim
)(

lim  

akT

dttfdttfk
T x

kT

k +

+
= ∫ ∫

+∞→

0
)()(

lim  

因 有界，)(xf ,)()( Madttfdttf
x

kT

x

kT
<≤ ∫∫ 故 

 2
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0lim
)(

lim =
+

≤
+ +∞→+∞→

∫
akT

Ma
akT

dttf
k

x

kT

k
， 

因此 

T

dxxf

akT

dttf

akT

dttfk
f

Tx

kT

k

T

k

∫∫∫ =
+

+
+

=
+∞→+∞→

00
)()(

lim
)(

lim . 

由此我们证实了，可积的周期函数在 ),0[ +∞ 上算术平均值总存在，

且等于该函数在其一个周期上的平均值. 

    如果函数不是周期函数呢？设 连续，什么条件下它在

上有平均值呢？ 

)(xf ),0[ +∞

    先来看收敛数列极限的均值不变性定理的证明，它能给我们以启发. 

设 ,lim axnn
=

∞←
记

n
xxx

x n
n

+⋅⋅⋅++
= 21 ， ,2,1=n . 则 axnn

=
∞→

lim . 

证   
n

axaxax
n

naxxx
ax nn

n

)()()( 2121 −+⋅⋅⋅+−+−
=

−+⋅⋅⋅++
=− ，

,0>∀ε 因 ,lim axnn
=

∞→
故 ,K∃ 当 时 , 有Kn > ,

2
ε

<− axn 固定 K , 因

)()()( 21 axaxax K −+⋅⋅⋅+−+− 是有界量，所以有 

0
)()()(

lim
21

=
−+⋅⋅⋅+−+−

∞→ n

axaxax K

n
， 

由极限为零的定义知， ,当 时，使得 1N∃ 1Nn >

   
2

)()()( 21 ε
<

−+⋅⋅⋅+−+−

n
axaxax K

， 

取 ，当 时， },max{ 1 KNN = Nn >

n
axaxax

n

axaxax
ax nKKK

n

−++−+−
+

−+⋅⋅⋅+−+−
≤− ++ 2121 )()()(

 

εεεεε
=+<⋅

−
+<

2222 n
Kn

  

 3
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故 axnn
=

∞→
lim .（注：若 则，,lim ∞=

∞→ nn
x ∞=

∞→ nn
xlim ） 

    由上面定理，很易猜想如果 Axf
x

=
+∞→

)(lim ，则必有 ,Af =  事实上正是如此！

我们可以类似地证明一个命题. 

    命题    设 在 上连续，且)(xf ),0[ +∞ ,)(lim Axf
x

=
+∞→

则 

A
x

dttf
f

x

x
== ∫

+∞→

0
)(

lim  

    证    据条件易知, 在)(xf ),0[ +∞ 上是有界的. 0>∀ε ，因  

故 当 时 ，

,)(lim Axf
x

=
+∞→

,X∃ Xx > ε<− Axf )( ， 又

 
x

dtAtf

x

dtAtf

x

dtAtf
A

x

dttf
x

X

Xxx

∫∫∫∫ −
+

−
≤

−
=−

)()(])([)(
000 ， 

因为对固定的 X ， ∫ −
X

dtAtf
0

)( 为有界量，故当 +∞→x 时上式右端的

第一项趋于零；而对第二项 εε
<

−
≤

−∫
x

Xx
x

dtAtf
x

X )()(
，这说明当

+∞→x 时上式右端的第二项也趋于零.所以， 0
)(

lim 0 =−∫
+∞→

A
x

dttf
x

x
，即

Af = . 

    命 题 已 证 毕 ， 值 得 一 提 的 是 若 则,)(lim ∞=
+∞→

xf
x

∞== ∫
+∞→ x

dttf
f

x

x

0
)(

lim ，恕不赘言. 

    但我们注意到， 不是Axf
x

=
+∞→

)(lim
x

dttf
x

x

∫
+∞→

0
)(

lim 存在的必要条件，

 4
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例如，虽然 x
x

sinlim
+∞→

不存在，但是
π
2)(

lim 0 =∫
+∞→ x

dttf
x

x
存在.于是就产生了

值得进一步探讨的问题：何时 存在是)(lim xf
x +∞→ x

dttf
x

x

∫
+∞→

0
)(

lim 存在的充要

条件. 

    现设连续函数 是单调的，且)(xf A
x

dttf
x

x
=∫

+∞→

0
)(

lim 存在，证明

Axf
x

=
+∞→

)(lim 存在. 

因为 单调，故只有两种情况存在（ 1 ）)(xf ;)(lim ∞=
+∞→

xf
x

（ 2 ）

Bxf
x

=
+∞→

)(lim 存在 . 若 ∞=
+∞→

)(lim xf
x

，结合前面叙述，易知此时

∞=∫
+∞→ x

dttf
x

x

0
)(

lim ，即
x

dttf
x

x

∫
+∞→

0
)(

lim 不存在，此与题设矛盾. 因此只能

Bxf
x

=
+∞→

)(lim ，而且 AB = . 

    通过以上论述，我们提出一个定理： 

定理    设函数 在 上连续且单调，则 在 上的

平均值

)(xf ),0[ +∞ )(xf ),0[ +∞

f =
x

dxxf
x

x

∫
+∞→

0
)(

lim 存在的充要条件是 存在，且)(lim xf
x +∞→

)(lim xff
x +∞→

= . 

    以上我们讨论了可积的周期函数，连续函数和单调连续函数在

上的算术平均值问题，了解了函数的算术平均值和数列的算术平均值，极

限与定积分等知识的联系，一方面，加深了我们对平均值概念的理解，使

得这些概念能得到更广泛的应用；另一方面，在思考、推导的实践过程中

又使我们体会到数学理论发展的一个轨迹，当一个数学概念建立起来后，

只要我们不断地去努力探索，就会挖掘出一连串有价值的果实来，而这些

果实，无疑又会发芽壮大，形成参天大树.而我们参与其中，发现有些果实

),0[ +∞

 5
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（比如，数列平均值与函数平均值）是那么相似，结蒂而连，灼然相映，

或许，这就是一种美. 

 

   

 

 6
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桥梁思想和建桥思路 

李 硕 

 

    在数学定理的推广中，我们往往要从一些基础定理出发，去推导应用面

更广的一些定理，而在此过程中，桥梁思想显得尤其重要. 

    例如以零点定理为基础，推导介值定理时，构造了这样的一座桥梁

µ−= )()( xfxF  ，再如以罗尔定理为基础，推导拉格朗日中值定理时，

又构造了这样的一座桥梁 )()()()()( ax
ab

bfafxfxF −
−
−

−=  . 

    无论是介值定理较之于零点定理，还是拉格朗日中值较之于罗尔定理，

其理论意义和应用价值都扩大了许多，而其中的关键步骤就是构造桥梁，下

面我们思考一下，构造这些桥梁的基础是什呢？ 

    是两个定理本质上的共性.在直角坐标系中任意做一个符合介值定理的

函数的图形，然后移动 轴，使之与图形相交，不难发现，零点定理只是介

指定理的一个特例，而对于罗尔定理推广到拉格朗日中值定理，不过是把原

来“倾斜的”拉成“水平的”，但是，有时这种本质上的共性却不像上述两

例那样直观.例如由 

x

    定理一    设 ),()( baCxf ∈ 且 )0()0( −=+ bfaf 则 与

至少有一个可在 内取得. 

)(max
),(

xf
bax∈

)(min
),(

xf
bax∈

),( ba

推导 

    定理二     设 ),()( +∞−∞∈Cxg 且 存在，则

与 至少有一个可在

)(lim xf
x ∞→

)(max
),(

xg
x +∞−∞∈

)(min
),(

xg
x +∞−∞∈

),( +∞−∞ 取得. 

    不管我们怎样变换一个符合定理一的图形，都很难让它符合定理二的条
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件，但这并不说明两定理无实质共性. 

    在由零点到介值，由罗尔到拉格朗日推导过程中，所做的辅助图形可以

把两定理的共性体现的很直观，这是因为两定理中对函数定义域的要求是相

同的，要构造桥梁，只须在 外面“添加设备”，使新构造出的函数满

足基础定理的条件，进而应用基础定理. 

)(xf

    对于以上两个定理的证明，我们的大体思路不应变.仍要构造出一座桥

梁，把要证的结论同基础定理联系起来.从两定理的条件入手，不同点在于

函数定义域，基础定理为 ，导出定理为),( ba ),( +∞−∞ ，所以我们要造的桥

梁是要 ),( +∞−∞ 把映到 上去.既然这样，我们可不必对 大做文

章，而从 入手： 

),( ba )(xg

x

    设 ),()( baCthx ∈= ，使得 ),(),( +∞−∞=bah ，则 )]([)( thgtG = 满

足定理一的条件，于是 在 内的 处取得最大值或最小值，从而

在

)(tG ),( ba 0t

)(xg )( 00 thx = 处取得最大值或最小值. 

现在我们简单归纳一下思路 

基础：基础定理与导出定理有本质共性 

    A.  若基础定理中关于 的限定条件与导出定理相同，只须在同一坐标

系中把满足导出定理的函数，通过添加项等简单变形，使之满足基础定理. 

x

    B.  若基础定理中关于 的限定条件与导出定理不同，则应找出函数

，使 满足导出定理的条件，而 t满足基础定理的条件. 

x

)(txx = x

    最后说一下对此问题思考的体会：在微积分学习中，要善于总结，从形

形色色的题目中提炼出一个中心思想，然后用这个思想去开辟新的天地. 
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微积分中几个定理的推广 

李志坚 

一． 大家知道《微积分》是一门研究用有限步算式算不出来的一些表达式

的学科。也就是说：《微积分》的方法等同于无限步计算。因此，就必须引入“极

限”这个词。极限论也就理所当然的成为了〈〈微积分〉〉的重中之重。连续，

可导，可积概念的引入都是以极限为基础的。从这一点，我们也可以看出极限

论在微积分中的重要性。 

二 ．  再实际应用〈〈微积分〉〉的许多定理时，由于条件的限制，使的

很多题目难于满足条件。我认为：应该把某些定理的条件推广一下，可能会更

完美一些。下面是几条定理的推广： 

1 有界闭区间上连续函数的最小值最大值问题。 

最小值最大值定理的核心条件是（1）[a,b]是有界闭区间。（2）函数在[a,b]

上连续。如果把[a,b]换成(a,b)那么 与 必然能达到吗？

 

)(max
),(

xf
bax∈ 0,(

)(min
bax

xf
∈

当然是不一定的。当 f(x)恒等于常数这种情况时。F(x)可以取得最大值和

最小值。但是，任一函数 f(x)不可能都恒等于常数。当函数的最大值最小值等

于 f(a+0)或 f(b-0)时。它就取不到。所以答案是不一定的。如果 f(a+0)=f(b-0)

成 立 的 话 。 我 们 可 以 建 立 一 个 新 函 数 g(x) 使 其 满 足

g(a)=f(a+0),g(b)=f(b-0).g(x)=f(x)x∈(a,b)这样，我们就可以知道 g(x)在

（a,b）上至少可以取得最大值与最小值之中的一个了。 

又如把[a,b]改成（ - ∞∞, ）则怎样才能取得它的最小值与最大值呢？ 

若 =a.则可以知道 f(x)为（
∞→x

xf )(lim ∞∞− , ）内的有界连续函数，根据有

界连续函数的性质我们可以知道，此时 f(x)可以同时取得最大值和最小值。 

2 微分中值定理问题。 

将 Rolle 定理加以推广。根据条件改成“函数 f(x)在（a,b）内可导，且

f(a+0)=f(b-0)”或者“函数 f(x)在 R 内可导，且 成在。 
∞→x

xf )(lim

此题的解法可用（1）的方法解决。 

3Cauchy 中值定理的另一种证明。 

   只有单调的函数才有反函数，所以，我们用反函数证明的关键是证明

有反函数。根据已知 不等于 0 可以知道 g(x)是单调增的或减的。也

就说明 成在反函数 g(x).我们可以设 F(x)=f[ ].令 =A，

1
)(

−

xg
1
)(

−

xg

1
)(

−

xg
1

)(
−

ag
1
)(

−

∂g
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1
)(

−

βg =B。因此，根据 lanlang 定理可以知道成在一ε （ βεα << ）。使得

F( β )-F( ∂ )=F ’ ( ε )( αβ − ) 。 所 以 ，

F(b)-F(a)= [g(b)-g(a)].因此，Cauchy 中值定理也就得证。 
)('

)('
________

ε

ε

f

g

4 函数的平均值问题 

极限 =A。成在，就把 A定义为 f(x)在[0，+
+∞→x

lim
∫

x
dttf

x

0
)(

_______ ∞ ]上的平均值 

证明：设 f(x)为[0。+∞ ]上可积周期函数。设其周期为 T。则 

x ∞→
lim

∫
x

dttf

x

0
)(

________ = =  （ 其 中

nT<x<(n+1)T）.证完。 

∞→x
lim

∫∫ +

−+

x

nT

t
dttfdttfn

nTxnT

)()(

)(

0

________________
∫

T
dttf

T

0
)(

______
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学习《微积分》的心得与体会 

姚聪璞 
 

一、浅谈极限论在微积分理论中的地位与作用 

所谓极限，就是变量的变化趋势，它是一个无限变化的过程，而整个

微积分学都是建立在极限论的基础上的.下面,我想就自己的认识谈几点看

法. 

首先是函数的连续性问题.什么条件下函数连续呢？先从几何直观上

看，如果在自变量 无限趋近于 的时候，所对应的函数值 无限趋近

于 ，即

x x )(xf

)()lim xfxf

0

)( 0xf ( 0
0xx

=
→

，那么就称 在 处连续.显然它是用极

限来定义的. 

)(xf 0x

其次，再来看一看连续函数的导函数问题.函数在某点导数的几何意

义，就是曲线上某点处切线的斜率，它是由割线取极限位置而得到的，

即：y=f（x）在x0的某个邻域x∈U（x0,δ）内有定义，当自变量在x0处取得

增量△x （x0+△x∈U（x0,δ））函数y取得增量△y=f（x0+△x）-f（x0）,

若
xx ∆→∆

lim
0

y∆
   存在，则称y=f（x）在x0处可导，记为f'(x0)= 

xx ∆→∆

00lim
0

xfxxf −∆+ )()(
若f(x)在I内每一点都可导，那么称y=f(x)在I内可

导，记为f(x)∈D(I)，对D内任意一个x，都对应着一个确定的导数值，这样

就定义了一个以I为定义域的新函数，称为y=f(x)在I内的导函数，记为f'(x),

即f'(x)=
xx ∆

xfxxf −∆+

→∆
lim

0

)()(
,其中x∈I  ,由此看出一个f(x)的导函数也

与极限密不可分.   

求一个函数的原函数的问题属于积分范畴，而求函数在某个区间上的
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积分则是定积分的问题. 表示的几何意义是，以 f(x)为边界，

x=a,x=b 及 x 轴所围成的图形的面积.可以采用分割、近似代替、求和、逼

近四步之后，将 表示为和式 的一个极限（

∫
b

a
dxxf )(

∫
b

a
dxxf )( xiif

n

i
∆∑

=

)(
1

ξ 0→λ ,

其中 { nxxx }∆∆∆= ",,max 21λ ，也是以极限为基础的. 

此外，由于极限存在着线性运算法则，即：设

BxgAxf
xx

== )(,)( limlim ，则 [ ] BAxgxf
x

µλµλ ±=± )()(lim ，所

以在求导数与求积分时，才有线性运算法则： ( ) ''' vuvu βαβα ±=± ，

[ ] ∫ ∫∫ ±=± dxxvdxxudxxvxu )()()()( βαβα  

极限的一些重要性质在证明微积分定理时起了很大的作用.例如极限的“保号

性”，微分中值定理、费尔马引理的证明都依赖了这一性质. 

反过来，求导与求积分又都影响着极限的运算.例如，

x
xx

x
3

0

sinlim −

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

型
0
0

 、
xn

x

xlnlim
+∞→

（ x>0） ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞
型 、 型∞⋅0 、

、 、 、 等的未定式时，可以运用洛必达法则，

即

型∞±∞ 型00
型1∞

型∞0

)('
)('

)(
)( limlim xg

xf
xg
xf

xx
= 来求解.尤其是在求含有积分上限函数或积分下

限函数的极限时,更突出了洛必达法则的好处.例如求

x
ex

x

dtt

2

1

cos

0

2

lim ∫
−

→

，这

是
0
0
型未定式，应用洛必达法则，既可以消去∫符号，又可以消去 0因子.

解

( )
ex

x
x

xdtt ee
x
e x

x

x

x

x

x 2
1

2
sincos

2
sincos 222

limlimlim
00

2

1

cos

0
=

⋅
=

−−
=

−

→

−

→

−

→

∫
，
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问题迎刃而解.求定积分也可以用来求出一些特殊数列的极限.例

n
n
n

nn
n

sin2sin1sin
lim

"++

∞→

，可以看为是 xy sin= 在 [ ]1,0 上的定积分，

   1cos1cossin |01
1

0
−=== ∫ xxdxI

总之，极限思想是微积分的基础，极限理论的完备化是微积分理论的科学

性与正确性的保证.  

二、对一些重要定理的推广. 

1、有界闭区间上连续函数的最大值最小值问题. 

这个定理的核心条件是 ( )1 [ ]ba, 是有界闭．．．区间； ( )2 f(x)在 [ ]ba, 上连续，结

论是：f(x)在 [ 上有界且有最大值与最小值，即]ba,

[ ] [ ]babaCxf ,,,)( ∈∃⇒∈ ηξ ，使得

.下面考虑能否将这个定理的核

心条件做一些推广呢？能不能将

[ ]
{ }

[ ]
{ } )()(),()( minmax

,,
ηξ fxffxf

baxbax
==

∈∈

[ ]ba, 改为 ( )ba, 呢？例如 xy tan= ，在

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2
ππ

上连续，但显然其没有最大值与最小值.见下图所示. 

 

那么，什么情况下在开区间存在着最大值与最小值呢？联想到闭区间 [ ]ba,

上连续的可导函数，若有 )()( bfaf = ，则存在 ( )ba,∈ξ ，使得其为极值

点，即 0)(' =ξf .便猜测能不能令 )0()0( −=+ bfaf ，即 两处的单

侧极限相等呢？如果成立，又如何证明呢？A、首先考虑，若 在

ba,

)(xf ba,
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两点处为可去间断点,即 Axfxf
bxax

==
−→+→

)()( limlim
00

 ,可以构造新函数

,使得 = ,则显然 )(xg )(xg
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==−
<<
==+

bxAbf
bxaxf

axAaf

,)0(
),(

,)0(

)(xg 连续,由闭区间上连续函数的最大值最小值定理可得, 必在

上取得最大值

)(xg

[ ba, ] M 与最小值 ,现只需说明至少一个在m ( )ba, 内取得即

可.若 ,则mM = Cxg ≡)( ,显然其最值可以在内部达到；若 mM ≠ ，则

不可能 ，同时 ，所以最大值与最小值中一定至少有一

个可以在 内取到.即说明了 在 内的最值一定至少可以取到

一个.B、若 、b 为无穷间断点，则

)(agM = )(agm =

( ba, ) ))(xf ( ba,

a +∞=
+→

)(lim
0

xf
ax

，

，（-+∞=
−→

)(lim
0

xf
bx

∞的情形可以类似证明）因为 +∞=
+→

)(lim
0

xf
ax

，故

，0>∀M 1δ∃  

当 10 δ<−< ax 时， ，取Mxf >)( Mxfax =+= )(, 111 则δ ，同理

表示着对于同一个+∞=
−→

)(lim
0

xf
bx

M ， 0, 22 <−<−∃ bxδδ 使得 时，

有 ，取Mxf >)( Mxfbx =−= )(, 222 则δ .在 [ ]21, xx 上由最大值最小值定

理得其必可以取得最小值，易知其就是 ( 上的最小值.C、若

处为振荡间断点时，极限不存在，不予考虑. 

)

)

ba, baxf ,)( 在

下面再将 改为( ba, ( )+∞∞− , ,则 在何时取得最大值或最小值呢?将上

述结论稍加推广便得

)(xf

( ) −∞=+∞==+∞∞−∈
∞→∞→∞→

)()()(,,)( limlimlim xfxfAxfCxf
xxx

或或且

即可.下面来证明之.只需构造一个函数，令 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−

= π
)(2

)(2tan
ab

abtx ，则当

时，便有( bat ,∈ ) ( )+∞∞−∈ ,x ，所以只须做上述变换之后，
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
+−

= π
)(2

)(2tan)(
ab

abtfxf ，则 实质上是一个关于 的连续的复

合函数.由以上推广的最大值最小值定理可得，只要令

，则 可以取到最大值或最小值，即当

，即 存在，则 可以取到最大值或

最小值. 

)(xf t

)()( limlim
00

tftf
btat −→+→

= )(xf

)()( limlim xfxf
xx +∞→−∞→

= )(lim xf
x ∞→

)(xf

综上，最大值最小值定理可以推广为：

=A，则至少有一个最值可以达

到；

( ) )()(,,)( limlim
00

xfxfbaCxf
bxax −→+→

=∈ 且

( ) ∞−∞+==∈
−→+→

)()(,,)( limlim
00

xfxfbaCxf
bxax

且  ，则至少一个

最值可以达到； ( ) ∞−∞+=+∞∞−∈
∞→

//)(,,)( lim AxfCxf
x

且 ，则

可以取得最大值或最小值. 

)(xf

2、Rolle 定理的推广 

Rolle 定理告诉我们，

)(xf [ ] ( ) ( ) 0)(',,)()(,, =∈∃⇒=∈ ξξ fbabfafbaDbaC 使且∩  

下面考虑若 在)(xf bxax == , 两点处无定义，即

，而同时满足( ) ),(,)( baDbaCxf ∩∈ )0()0( −=+ bfaf ，是否仍有上

述结论呢？A、若 )0()0( −=+ bfaf = A，补充定义

，在AbfAaf == )(,)( [ ]ba, 上运用 Rolle 定理得 ( )baf ,,0)(' ∈= ξξ   

B、若 )0()0( −=+ bfaf = (∞+ ∞− 同理)，则

MxfaxM ><−<∃>∀ )(,0,,0 11 时使得 δδ ，即 11 δ+= ax ，有

，也Mxf =)( 1 使得,2δ∃ Mxfbx =−= )(, 222 有δ ，在 [ ]21, xx 上运用

Rolle 定理得 ( ) ,0)(',, 21 =∈∃ ξξ fxx 使得 自然 ),( ba∈ξ ，可见我们做的推

广是正确的. 



学习《微积分》的心得与体会 

那么能否进一步改为 存在呢？即将)(lim xf
x ∞→

( )ba, 再扩大为 ( )+∞∞− , .由

上面的最大值最小值推广可得知， 必可以取得最值，则此点处的导数

必为 0，（费尔马引理）.若

)(xf

∞−+∞=
∞→

/)(lim xf
x

,则同理可以取得一点

ξ ，使得 0)(' =ξf  

综上，定理可作如下推广：

( ) ( ) )0()0(,,,)( −=+∈ bfafbaDbaCxf 且∩
( ) 0)(',, =∈∃⇒ ξξ fba 使得  

( ) ( ) ∞=+∞∞−+∞∞−∈
∞→

/)(,,,)( lim AxfDCxf
x

且∩

( ) 0)(',, =+∞∞−∈∃⇒ ξξ f使得  

3、Cauchy 中值定理的证明 

Cauchy 中值定理：如果函数 与 在闭区间)(xf )(xg [ ]ba, 上连续，在 ( )ba,

内可导，并且在 ( )内  ，那么至少存在一点ba, 0)(' ≠xg ( )ba,∈ξ ，使得

)('
)('

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

=
−
−

.课本上用了构造辅助函数，进而运用 Rolle 定理来

证明，现在尝试从别的角度来证之. 

证法一：若设 ,且

,

)(
)(
)(

)( 为参数t
tfy
tgx

tF
⎩
⎨
⎧

=
=

=

)(xf )(xg [ ] ( )baDbaC ,, ∩∈ ，将 , 看为一个参数方程的部

分，则每一个 t对应一个 ， .看来是符合要求

的.

)(xf )(xg

)(tf )(tg

)('
)(')('

tg
tf

dx
dyxF == ,则由拉格朗日中值定理得，在 [ ]ba, 上至少存在一

点ξ ，使得 ( )ξ
ξ

'
)('

)()(
)()(

g
f

agbg
afbf

=
−
−

，则 Cauchy 中值定理得证. 

证法二，利用复合函数来证明.令 [ ] 0)(',,),( ≠∈= xgbaxxgy 且 ,由达布

定理的推论得 必单调，)(xg [ ] βαβα ==∈ )(,)(,, bgagy ，则其必有反
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函数 ，而又由于)(1 ygx −= [ ] [ ]βα ,,)()()( 1 ∈== − yygfxfxF ，则在

[ ]βα , 上运用 Lagrange 中值定理可得，

( )βαηαβηαβ ,),)((')()( ∈−=− FFF .记 ( ) ( )bag ,,1 ∈=− ξξη 则 .于

是
[ ] [ ] [ ]

)('
)(')()(')()( '1

11

ξ
ξηξ

αβ
αβ

g
fgfgfgf

=⋅=
−
− −

−−

,即

)('
)('

)()(
)()(

ξ
ξ

g
f

agbg
afbf

=
−
−

. 

4、连续函数的介值性问题 

闭区间上的连续函数必取得介于最大值与最小值之间的任何值.这是介值定

理的一个重要推论，而一般并不是所有的函数都可以很好的符合上述定理

的条件，实际上，这样的函数还是很多的，那么怎么能推广这个定理，使

之更具有普遍性呢？试作如下的思考，若

, ,则能否成立介值定理的推论

呢?因为一个函数的上确界必须首先满足 ，下确界必须首先满足

，但 可能取得到，也可能取不到.若均可以取到，则

( )baxf ,)( ∈ )(),( infsup
),(),(

xfmxfM
baxbax ∈∈

==

)(xfM ≥

)(xfm ≤ mM ,

( ba,∈∃ )ξ ,使得 Mf =)(ξ ， ( ba, )∈∃η ,使得 mf =)(η ，则在 ηξ与 之

间运用介值定理得到 可以取遍 [ 上任何一个实数.若至少有一个

取不到，则因为

)(xf ]Mm,

( )baCxf ,)( ∈ ,则必在 a 点或 b 点处极限分别取得 .

即 或

mM ,

Mxf
ax

=
+→

)(lim
0

mxf
bx

=
−→

)(lim
0

.可以重新定义 a 点或 b 点的定义，使

在 [ 上取到任何值. )(xf ]
)

Mm,

若将 再改为 ( )( ba, +∞∞− , ，则若 在)(xf R 上有最大值与最小值,则在最

大值与最小值所对应的局部范围内可以取得到介值定理的推论；若 在)(xf

R 上无最大值、最小值，则其确界为其极限，即

)(),( limlim xfmxfM
xx −∞→+∞→

== （ )(),( limlim xfmxfM
xx +∞→−∞→

== 同理可
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证）则 εε −=∃>∀ MXfX )(,,0 11 使得 ， ε+=∃ mXfX )(, 22 使得 ，在

上运用介值定理得 必可以取得[ 12, XX ] )(xf [ ]εε −+ Mm , 之间的任何

值，而又由上下确界的定义知， 0>∀ε ，至少存在一个 ε−> Mx ，即M

与 ε−M 之间可以取得任意值（M 除外），同理 ε+mm与 之间也可以取

遍（ 除外）.综上可以取遍 之间任意值. m ( Mm, )
综上，介值定理可以推广为：

( )
( ) ( )

( )任一值取遍则 MmxfxfmxfMbaCxf
baxbax

,)(),(),(,,)( infsup
,, ∈∈

==∈

；

( )任一值取遍则 MmxfxfmxfMRCxf
RxRx

,)(),(),(),()( infsup
∈∈

==∈ . 

5、函数平均值问题 

可积函数 在 [ 上平均值为)(xf ]ba,
ab

dxxf
b

a

−
∫ )(

，由此联想到，如果函数

在 [ 的任一子区间上可积，极限)(xf )+∞,0 A
x

dttf
x

x
=∫

+∞→

0
)(

lim 存在，就把

A定义为 在)(xf [ )+∞,0 上的平均值.现考虑如果 是可积的周期函数，

那么均值是否一定存在呢？令 ，即 是以 为周期的

函数，则任给一个 ，必有

)(xf

)()( xfTxf =+ )(xf T

x TkxkT )1( +<≤ ，则

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

T
xk

T
x

T
x

T
x

，故 T
T
xkTx ⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ，显然 TT

T
x

≤⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

，则

当 +∞→x 时， 0→
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

x

T
T
x

，（无穷小量×有界量=无穷小量），故有

)(,1 +∞→→ x
x

kT
.根据区间可加性，

，∫ ∫∫∫∫ +=+=
T x

kT

x

kT

kTx
dttfdttfkdttfdttfdttf

000
)()()()()(
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x

dttf
x

x

∫
+∞→

0
)(

lim   

x
xfdttf

Tx

dttf
dttf

x
k

x

dttfdttfk

x

T

x

kT

x

T

x

x

kT

T

x

)(()(1)(
)(

)()(
limlimlimlim 00

0 −
+=+=

+
=

+∞→+∞→+∞→+∞→
∫

∫
∫

∫∫ ξ

∫∫ =−+=
+∞→

T

x

T
dttf

Tx
kTfdttf

T 00
)(1)1)(()(1 lim ξ .因为 1→

x
kT

，故

01 →−
x

kT
， 0)1()( →−⋅

x
kTf ξ ，故得到了可积周期函数在 [ )+∞,0 上的

平均值一定存在，即为其在一个周期上的平均值. 

以上几点只是我自己在学习过程中所做的一点总结，希望与大家共同探讨

这方面的问题. 
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学习微积分的心得与体会 
于 淼 

 

一、谈谈极限论在微积分理论中的地位与应用 

自然界中有很多量仅仅通过有限次的算术运算是计算不出来的，而必须

通过分析一个无限变化过程的变化趋势才能求得结果，这正是极限概念和极

限方法产生的客观基础.微积分是一门以变量作为研究对象，以极限方法作

为基本研究手段的数学学科.应用极限方法研究各类变化率问题和几何学中

曲线的切线问题，就产生了微分学；应用极限方法研究诸如曲边图形的面积

等这类涉及到微小量无穷积累的问题，就产生了积分学.可以说，整个微积

分学是建立在极限理论的础上的.例如对连续、可导、可积概念的引出均是

以极限为基础. 

二、对一些重要定理的推广 

1、有界闭区间上连续函数的最大最小值问题 

（1）如果把 改成 ，若函数 在区间 内连续，那么

函数的最大值和最小值是否必然达到？不一定达到 . 例如 在

）内无最大最小值. 

],[ ba ),( ba )(xf ),( ba

xxf =)(

)1,1(−

（2）如果 )0( +af )0( −= bf A= 存在，那么最大值和最小值至少有

一个可以达到，怎么证明？ 

对于此类问题，大多采取补充定义的方法将开区间变为闭区间，并要注

意讨论最值点不是补充上去的点，而是原区间内的点. 

证明   补充定义，令 Abfaf == )()( ，则补充定义后的函数（仍记

为 ）在 上连续. )(xf ],[ ba
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  若 Axf ≡)( ，则最大值和最小值均可在 内取得；不妨

不恒为常数，则最大值与最小值可在 上取得，而且两者不相等，故其

中必有一个不等于 （

),( ba )(xf

],[ ba

)(af )(bf= ），说明它在 内取得. ),( ba

2、微分中值定理问题 

对罗尔定理进行推广，把条件改为“ 在 内可导且)(xf ),( ba

)0()0( −=+ bfaf 存在”或“ 在)(xf ),( +∞−∞ 内可导且 存在” )(lim xf
x ∞→

那么也有相应的结论. 

我们来证明后一个命题：设 Axf
x

=
∞→

)(lim ，由于 ),()( +∞−∞∈Cxf ，

所以在 ),( +∞−∞ 内 有界，必存在上确界)(xf M ,下确界 .不失一般性，

设 ≢常数.于是

m

)(xf A 不可能同时等于 M 和 ,假设m MA ≠ ,因为 M 可

以取到，故有 Rx ∈0 使得 ，对于任意的)( 0xfM = Rx∈ ， ，

由费马引理知

)(( 0 xfxf ≥

0)( 0 =′ xf . 
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自然界中有很多量仅仅通过有限次的算术运算是计算不出来的，而必须通过分析一个

无限变化过程的变化趋势才能求得结果，这正是极限概念和极限方法产生的客观基础。 
微积分与中学里学的初等数学不同，初等数学的研究对象基本上是不变的量，而微积

分是一门以变量作为研究对象、以极限方法作为基本研究手段的数学学科。 
连续、可导、可积概念的引出无不以极限为基础。连续性是函数的一个重要性质，是

对客观世界广泛存在的连续变动现象的数学描述，是通过极限加以引入的，即函数 y=f（x）

在点 处的某一领域内有定义，如果 存在，并且等于 f（ ），即 =f ( ，

则称函数 f（x）在点 处连续；导数表示一个函数的因变量相对于自变量的变化的快慢程

度，即因变量关于自变量的变化率，这一概念的引出也离不开极限，导数的定义为：函数

y=f（x）在点 的某个领域内有定义，当自变量在 处取得增量

0x )(lim
0

xf
xx→ 0x )(lim

0

xf
xx→

)0x

0x

0x 0x x∆ （点 + 仍在该领

域内）时，相应地，函数 y 取得增量

0x x∆

y∆ =f（ +0x x∆ ）-f（ ）。如果0x y∆ 与 x∆ 之比当

时的极限存在，那么称函数 y=f（x）在点 处可导，并称这个极限为 y=f（x）在点 处的

导数，即

x∆ 0→

0x 0x

( ) ( ) ( )
x

xfxxf
x
yxf

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→∆→∆

00

000 limlim ；同样，可积概念的引出也离不开极

限，设函数 f∈B[a，b]，在区间[a，b]中任意插入（n-1）个分点， 

        a= x b0 xxxxxx nnii =<<<<<<<< −− 1121  

把区间[a，b]分成 n 个小区间 

[ ，  0x ],,[,],,[,],,[], 11211 nnii xxxxxxx −−

各个小区间的长度依次为： 

,,,,,, 11122011 −− −=∆−=∆−=∆−=∆ nnniii xxxxxxxxxxxx  

在每个小区间[ 上任取一点],1 ii xx − ( )iiii xx ≤≤− ξξ 1 ，作函数值 f ( )iξ 与该小区间长度 的

乘积

ix∆

( ) ),,,2,1( nixf ii =∆ξ 并作积 

                   ∑
=

∆=
n

i
ii xfs

1
)(ξ

记 },,,,max{ 21 nxxx ∆∆∆=λ 若不论对区间[a，b]如何分，也不论在小区间[ 上点],1 ii xx −

iξ 怎样取法，只要当 0→λ 时，和 S 总趋于确定的常数 I，那么称极限 I 为函数 f（x）在区
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间[a，b]上的定积分，记为 ，即 。由上述可见，极

限论在微积分理论中地位极其重要，可谓起着举足轻重的作用。 

( )dxxf
b

a
∫ ( ) ( ) i

n

i
i

b

a

xfIdxxf ∆== ∑∫
=

→ 10
lim ξ
λ

我们现在讨论的最大值最小值定理的核心条件是⑴[a，b]是有界闭区间；⑵函数在[a，
b]上连续。缺一不可。如果把[a，b]改成（a，b），若保持函数 f（x）在（a，b）内连续这一

条件，则 可能到达。若 f（a+0）=f（b-0）存在，则至少有一个可以

取到，这是因为，只要 f（x）不是常函数，由 f（a）=f（b），则必然存在一点ξ，使 f（ξ）

>f（a）或 f（ξ）< f（b），从而至少有一个可以取到。若把[a，b]改成（-∞，+∞），则

当函数不是在（-∞，+∞）内单调增加（减少），即在某些区间上单调增加，某些区间单调

减少时，f（x）可以取得最大值

( )
( )

( )
( )xfxf

baxbax ,,
minmax
∈∈

与

( )
( )

( )
( )xfxf

xx +∞∞−∈+∞∞−∈ ,,
minmax 或最小值 。 

再则，连续函数的介值定理是：设函数 f（x）在闭区间[a，b]上连续，且 f（a）≠f

（b），则对介于 f（a）与 f（b）之间的任何实数 u，在区间（a，b）内至少存在一点 ，

使得 f（ ）=u。现在，若把[a，b]改成 I=（a，b）或（-∞，+∞），把 M= 与

m= 分别改为 M=

0x

0x
[ ]

( )xf
bax ,

max
∈

[ ]
( )xf

bax ,
min
∈

( ) ( )xfmxf
IxIx ∈∈

= infsup 与 ，则介值定理的结论任然成立。 

另外，Rolle 定理在微分学中有着很重要的作用，即如果 f（x）在闭区间[a，b]上连续，

开区间（a，b）内可导，且满足 f（a）=f（b），则至少存在一点ξ ( ),,ba∈ 使 ( ) 0=′ ξf 。

对其进行一定的推广，即将条件改为“函数 f（x）在（a，b）内可导，且 f（a+0）=f（b-0）”，

则有相应结论“至少存在一点ξ ( ),,ba∈ 使 ( ) 0=′ ξf ”，这是因为 f（a+0）=f（b-0）保证

了函数连续和 f（a）=f（b）两个条件，从而与原定理类似。 

还有，函数的平均值问题在现实中也是有实用价值的。可积函数 f（x）在[a，b]上的

平均值为

( )

ab

dxxf
b

a

−

∫
，由此想到，若函数 f（x）在 [ )+∞,0 的任意有限区间上可积的，极限

x

dttf
x

x

∫
+∞→

0

)(
lim =A 存在，就把 A 定义为 f（x）在 [ )+∞,0 上的平均值，显然，有如下 3 个推论： 

①可积的周期函数在 [ )+∞,0 上的平均值总是存在的； 

②连续函数 f（x）在 [ )+∞,0 上有平均值的一个充分条件是 存在； Axf
x

=
+∞→

)(lim

③如果连续函数 f（x）在 [ )+∞,0 上是单调的，则 存在是 f（x）

在 [ 上有平均值的充分必要条件。 

Axf
x

=
+∞→

)(lim

)+∞,0
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由洛比达法则
x

dttf
x

x

∫
+∞→

0

)(
lim = Axf

x
=

+∞→
)(lim ，所以①②是显然成立的，由②知，对③

只要证必要性，因为连续函数 f（x）在 [ )+∞,0 上是单调的，则要在 [ )+∞,0 上有平均值，必

有
x

dttf
x
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观察函数、函数的导函数以及函数的原函数，可以知其是有一定关联的，现只看奇偶性

和周期性两方面。 

    奇偶性： 

          函数：如 f（x）是奇函数，则 f（-x）=-f（x）；如 f（x）是偶函数，则 f

（-x）=f（x）； 

          函数的导函数：如 f（x）是奇函数，则 ( )[ ] ( )[ ] ( )xfxfxf ′−=′−=′− ；如

f（x）是偶函数，则 。 ( )[ ] ( )xfxf ′=′−

          函数的原函数：如 f（x）是奇函数，则 ( ) ( )∫ ∫−=− dxxfdxxf ；如 f（x）

是偶函数，则 。 ( ) ( )∫ ∫−=− dxxfdxxf

    周期性： 

          函数： ( ) ( )xfTxf =+ ； 

          函数的导函数： ( )[ ] ( )xfTxf ′=′+ ； 

          函数的原函数： ( ) ( )dxxfdxTxf∫ ∫=+ 。 

学习微积分后，使我对数学有了更深一步的认识，这将为我今后进一步学习打下基础。 


	封面
	初学微积分的感想
	浅谈概念的联系与发展
	浅谈函数的算术平均值
	桥梁思想和建桥思路
	微积分中几个定理的推广
	学习《微积分》的心得与体会
	学习微积分的心得与体会
	谈谈学习《微积分》的心得与体会

